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Потоковый алгоритм нахождения плана ранних 
сроков работ для обобщенных сетевых моделей

Аннотация. Авторы статьи предлагают общую по-
становку задачи временного анализа, а также форма-
лизованное описание алгоритма поиска планов ранних 
сроков производства работ в многоуровневых системах, 
эффективных по Парето и позволяющих существенно 
сократить количество итераций по сравнению с линей-
ным подходом.

Ключевые слова: алгоритм, сроки, производство, 
работа, эффективность.

Введение
Широкое использование потоковых алгоритмов 

на сетях [1], в частности на обобщенных сетевых 
моделях [2], вызвано целым рядом причин, среди 
которых можно выделить следующие. Алгоритмы 
обеспечивают быструю сходимость по сравнению 
с общими методами линейного программирова-
ния, решают многокритериальную задачу, находят 
планы, не только удовлетворяющие условию Паре-
то, но и не улучшаемые ни по одному из критери-
ев, допускают огромное количество модификаций, 
позволяющих не только ускорять сходимость, но 
и находить планы, удовлетворяющие различным 
векторным критериям. 

Пусть X – конечное множество,  интер-
претируется как идентификатор события х, U – 
конечное множество связей (дуг), Θ – простран-
ство планов – функций, заданных на X. Если  
Т, Т Θ и  для всех , то будем писать 

. Заданы функции 1 и L Θ, 1≤L и функция 
α на множестве U.

План Т назовем непротиворечивым на связи 
(х, y) U, если:

Тх+αху≤Ту. (1)

План Т назовем удовлетворяющим ранним ди-
рективным ограничениям, если:

1<Т  (2)

и поздним директивным ограничениям, если:

T≤L. (3)

Постановка задачи
Среди планов, непротиворечивых на всех свя-

зях и удовлетворяющих как ранним, так и поздним 
директивным ограничениям, необходимо най-
ти такие, которые доставляют экстремум линей-
ной форме f(T) или векторной линейной форме:  
F(T)=(F1(T), ..., Fm(T)).

Известно, что если множество Θ1 допустимых 
(выполнены соотношения (1), (2), (3)) планов зада-
чи не пусто, то существуют два плана Т*, Т*  Θ1, на-
зываемые соответственно планами ранних и позд-
них сроков, такие что: Т*<Т <Т* для любого Т  Θ1.

План ранних сроков минимизирует векторную 
линейную форму: Tx→min для всех х Х.

Аналогичное утверждение справедливо для 
плана поздних сроков: Tx→max для всех х Х.

План Т* не улучшаем ни по одному из критери-
ев Тх. Благодаря этому векторный критерий можно 
свернуть в скалярной в форме:

 →min, (4)

где λх – любые заданные положительные числа 
(в частности, равняющиеся единице). 

Для Т* будем иметь:  →max.

Критерий (4) является линейным, поэтому для 
нахождения плана ранних сроков можно исполь-
зовать методы линейного программирования [3]. 
Если задан план Т, то его продолжительность τ 
определяется следующим образом: 

Известно [2], что планом сжатых сроков назы-
вается план минимальной продолжительности. 
Задача поиска планов сжатых сроков не является 
линейной, однако она может быть линеаризова-
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на путем введения двух фиктивных событий ξ и  
 и добавления к множеству U 

связей вида (ξ, х) и (х, η) для х Х, а к соотноше-
ниям (1) – неравенств: Тξ ≤ Тx, x Х, Тx ≤ Тη, x Х.

Теперь задача поиска планов сжатых сроков 
ставится как задача минимизации линейного кри-
терия f = Tη–Tξ. Эта задача, так же как и задача по-
иска планов ранних и поздних сроков, может быть 
решена методами линейного программирования. 
Однако более эффективными в данном случае [2, 3] 
являются потоковые алгоритмы (Форда) [4]. 

Алгоритм нахождения плана ранних сроков
Весьма часто множество U связей может быть 

представлено в виде объединения некоторых ха-
рактерных подмножеств Vi U. Процесс постро-
ения плана начинается с плана 1, который, как 
правило, не является допустимым, т. к. для неко-
торых связей не выполнено условие (1). Этот план 
постепенно корректируется, т.е. предполагаемые 
моменты свершения событий увеличиваются по 
некоторому правилу. А именно, как только обнару-
живается, что для (х, y) U неравенств (1) не выпол-
нено, значение плана на событии у увеличивается 
и становится равным левой части неравенства (1). 
Таким образом, в процессе коррекции сроки свер-
шения событий текущего плана возрастают.

Учитывая все это, будем рассматривать различ-
ные математические объекты, связанные с произ-
вольным множеством V U и произвольными «ди-
рективными» ранними сроками Т°≥1.

Для V U и Т°≥1 план Т назовем (V, Т°) – допу-
стим, если Т≥Т° и неравенство (1) выполнено для 
всех (х, у) V.

Для V U и Т°≥1 план Т назовем планом 
(V, Т°) – ранних сроков, если Т является (V, Т°) – 
допустимым и Т≤Т1 для любого (V, Т°) – допусти-
мого плана Тb. Обозначим:

T= T° . (5)

Оператор  назовем оператором ранних сро-
ков, соответствующим множеству V U.

Свойства семейства операторов { }V U:
1. (идемпотентность) 2= ;
2. (двойная монотонность) если V1 V2  

и Т(1) ≤ Т(2), то 1Т(1) = 2Т(2);

3.  2 1≤ 1 2 ;
4. Оператор Ø является единичным: ØT=Т. 
Если V состоит из одной связи (у, z), то:

 
.

В данном случае  является элементар-
ным оператором, изменяющим план Т не бо-
лее, чем для одного события z. В общем слу-
чае  является произведением элементарных 
операторов. Обозначим через Г(V) множество 
путей, состоящих из элементов множества V, объ-
единенное с множеством фиктивных путей вида 
(х, х) нулевой длины. Пусть конечная точка xq пути 
γ1= (х1; х2, ..., xq) совпадает с начальной точкой  
пути γ2=(хq; хq+1, ..., xm). Обозначим через γ1, γ2 объ-
единенный путь: γ1 γ2= (х1; х2, ..., xq, xq+1, … , xm).

Умножение путей обладает свойством ассоциа-
тивности: произведение нескольких путей γ1 γ2 … γk 
не зависит от расстановки скобок. Для V1 ..., Vk обо-
значим через Г(V1 ..., Vk) множество путей вида  
γ = γi1, γi2, … γim, где γij  Vij; l≤i1<i2< ... <im≤k.

Г(Vi1, Vi2, ... , Vim)  Г(V1, V2, ... , Vk) для любой 
последовательности индексов l<i1<i2<...<im<k. Обо-
значим через Гn(V1, ...,Vk) множество путей вида 
γ = γ1, γ2, … γm, m≤n, где γi  Г(V1, V2, ... , Vk), m≤n.

Для любых V1, ..., Vk найдется такое n, что 
Гn(V1, V2, ..., Vk) содержит все пути без циклов, при-

надлежащие множеству Г . Заметим, что по-

следовательность Гη(V1, ..., Vk), n≥1 является рас-
ширяющейся по включению, содержащейся, тем не 

менее, в Г . В эту последовательность посте-

пенно включаются не только пути без циклов, но 

и пути с циклами. 
Следовательно: 

 
т.е. 

множества Гn(V1, V2, ... , Vk) исчерпывают все мно-

жество .

Для V U обозначим через A(V) и B(V) множе-
ства начальных (х) и соответственно конечных (у) 
событий для всех связей (х, у) V. Для V1, V2  U  
обозначим: C(V1, V2)=B(V2\V1)  A(V1).

Для любых V1, V2 U имеет место следующая 
оценка: s(V1, V2)≤|С(V1, V2)|+1.

Последовательность множеств Уb ,..., Уk назовем 
односторонней, если при любом i = l, ..., k множе-

ство  пусто.

Если V1, … ,Vk – односторонняя последователь-
ность, то s(V1, … ,Vk)=1.

при любом n≥ s(V1, … ,Vk).
Если:

 (6)
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то: 
В самом деле, из условия (6) вытекает, что  

 при любом N>0. 
Возьмем N>s(V1, … ,Vk)–n.  В силу теоремы  

, что и требовалось дока-
зать.

Если при n≥1 оператор 1 не меняет плана  
( 1 2)ηT° или оператор 2 не меняет плана  

1( 2 1)η–1T°, то найденный план ( 1 2)ηT° явля-
ется планом (V1UV2,T°) ранних сроков.

Пусть, например, 1( 2 1)nT°=( 2 1)nT°.
Подействуем на обе части равенства опера-

тором 2: ( 2 1)n+1T°= 1( 2 1)n+1=( 2 1). 
.( 2 1)n–1T°=( 2 1)nT°.

План Т назовем Т°-допустимым вдоль пути  
γ = (x0, … , xq), если выполняются неравенства:  

План Т назовем Т°-напряженным вдоль пути  
γ = (х0, ..., хq), если выполнены равенства:  

Равенство T= k k–1… 1T° имеет место тогда 
и только тогда, когда выполнены два условия:

1) план Т является Т°-допустимым для любого 
пути γ Г(V1, ..., Vk);

2) для любого события х найдется такой путь 
γ Г(V1, ..., Vk), оканчивающийся в х, для которого 
план Т является Т°-напряженным.

Алгоритм построения плана ранних сроков 
Пусть дано множество U и директивные ранние 

сроки l. Выбираются такие подмножества из U: 

V1, .... Vν, (7)
и
W1, …, Wµ, (8)

что U = VUW, где  причем по-

следовательности (7), (8) являются односторонни-
ми. Выбор целесообразно осуществить так, чтобы 
число n=|C(V,W)| было сравнительно мало. Тогда 
очевидно, что = ν… 1, = µ… 1, =( )n.

Применяя к плану последовательно операторы:

1,…, ν, 1,…, µ, (9)

затем снова (9) и т.д. n раз, мы получим план ран-
них сроков l. Если на некотором шаге оказалось, 
что оператор  или  не изменил план, значит, 

план ранних сроков построен, и дальнейшая итера-
ция не нужна. Рекомендуемая оценка числа итера-
ций n=|C(V, W)| является конструктивной и более 
точной по сравнению с принятой оценкой m= |W|, 
т.е. n≤m.

Может, однако, случиться, что множество до-
пустимых планов пусто. Это может произойти 
при наличии положительного цикла. В этом слу-
чае, сколько бы раз мы ни применяли операторы V 
и W, сроки свершения событий будут возрастать. 
Для того, чтобы проверить, пусто или нет мно-
жество допустимых планов, достаточно к плану:  
T=( )n l один раз применить оператор V. Если Т 
не изменится, то множество не пусто, и план ран-
них сроков Т построен. В противном случае, т.е. 
если хотя бы одно Vi изменит план Т, существует 
положительный цикл, и допустимых планов не су-
ществует.

После нахождения планов Т* и Т* для анализа 
множества допустимых планов следует найти об-
щие резервы R: F=T*–T*, а также частные резервы:

 
Заключение
Таким образом, предложенный в работе алго-

ритм не только дает более широкий и системати-
зированный взгляд на потоковые инструменты на 
базе обобщенных сетевых моделей, но и позволяет 
получать его многочисленные модификации при 
условии использования конкретной информации 
о структуре множества потоков работ.
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Модель системы оперативного реагирования  
при производственном планировании

Аннотация. В данной статье рассмотрены основные 
проблемы, возникающие при оценке производственных 
опций ответственными подразделениями, предложена 
модель оперативного реагирования при производствен-
ном планировании, а также – решение для оптимизации 
и ускорения процесса оценки производственных опций.

Ключевые слова: модель системы оперативного реа-
гирования, производственное планирование, производ-
ственный план, масштаб реального времени.

В современных экономических и политиче-
ских условиях одной из главных проблем, с ко-
торыми сталкиваются российские компании 
и компании, имеющие производство в нашей 

стране, является возможность принять оператив-
ное управленческое решение. Возникающие при 
этом сложности обусловлены множеством внеш-
них и внутренних факторов. К внешним факто-
рам относятся постоянно меняющиеся рыночные 
условия (колебания спроса, поддержка продаж 
продукции и т.д.), а также риски со стороны по-
ставщиков ресурсов. К внутренним можно от-
нести недостаточную производительность и по-
ломку оборудования, проведение модернизации 
оборудования, внедрение глобальных проектов 
и риски управления персоналом. Чтобы мини-
мизировать влияние перечисленных факторов 
на производство и выполнить весь объем зака-
зов к установленному сроку, необходимо создать 
сбалансированную систему оперативного произ-
водственного планирования.

Особую важность оперативное планирова-
ние представляет для высокопроизводительных 
производств, минута простоя которых оценива-
ется сотнями тысяч рублей. Такие предприятия 
наиболее восприимчивы к действию внешних 
и внутренних факторов, и оценка рисков здесь яв-
ляется наиболее сложной. Также следует обратить 
внимание на оперативность обновления и пере-
дачи информации на предприятиях с большим 
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